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PARADOXOS

as matematicas que desafian a intuicién

O conxunto de Cantor

7 O paradoxo

E posible eliminar case todo... e que sigan que-
dando infinitos puntos?

O conxunto de Cantor constriese eliminando unha e ou-
tra vez o terzo central dos intervalos que van quedando.
Con cada paso desaparecen mais partes do segmento.
Ao rematar o proceso, a lonxitude restante é nula... pero
alnda quedan infinitos puntos.

* A construcién

Partimos do intervalo [0, 1].

= Eliminamos o seu terzo central.
= Repetimos o mesmo cos dous segmentos restantes.

= Repetimos o proceso indefinidamente.

En cada paso eliminase un terzo da lonxitude que que-
daba, polo que a lonxitude total evoluciona asi:
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I A explicacién

Despois de eliminar tantos intervalos, parece que non
deberia quedar practicamente nada.

E, en certo sentido, é asi: o conxunto ten medida nula, é
dicir, a stua lonxitude é cero.

As lonxitudes dos segmentos en cada paso forman a su-
cesion {1, %, %, %, }: unha progresion xeométrica que
mostra que a lonxitude do conxunto se achega cada
vez mais a cero.

Pero, como os extremos nunca se eliminan e o proceso

continta, sempre hai infinitos puntos.

# A idea matematica

O conxunto de Cantor mostra que ter lonxitude cero
non significa estar baleiro.

E posible construir un conxunto con infinitos puntos e,
ao mesmo tempo, con lonxitude cero.

Ao realizar esta construciéon, o segmento inicial queda
reducido 4 minima expresion, pero os extremos dos in-
tervalos eliminados nunca desaparecen.

+ Para saber mais

O matematico Georg Cantor (1845 — 1918) presentou
este conxunto en 1883.

Moitos anos despois comprobouse que o conxunto de
Cantor é un dos exemplos mais famosos da xeometria
fractal: ao ampliar calquera das stas partes aparece
unha estrutura semellante & do conxunto completo.

E unha clara mostra de que o infinito pode dar lugar a
obxectos xeométricos tan fermosos como inesperados.
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as matematicas que desafian a intuicién

A falacia da acusacion

? A falacia

Unha proba incriminatoria... demostra realmente
a culpabilidade?

Cometeuse un crime.

Hai 10 000 persoas que poderian ser culpables.

Na escena atoparonse restos minerais que s6 poden pro-
ceder dunha determinada mina.

A policia detén unha persoa e comproba que tamén leva
eses restos na roupa.

Que probabilidade hai de que sexa culpable?

* Ponte a proba

Dos 10 000 habitantes da cidade
» 200 traballan na mina e

» 9800 non traballan nela.

S6 unha persoa cometeu o crime.
Se a persoa detida ten restos da mina na roupa... cal
das seguintes afirmacions cres que é correcta?

- Hai un 99,5 % de posibilidades de que sexa culpable.

- Hai un 99,5 % de posibilidades de que sexa inocente.

I A explicacién

Os restos minerais son compatibles coa culpabilidade...
pero tamén coa inocencia. Das 200 persoas que poderian

presentar eses restos na roupa,
= 1 é culpable e = 199 son inocentes.

A evidencia dos restos minerais parece moi incriminato-
ria, pero a probabilidade relevante non é

199
P(restos/i te) = —— ~ 0,02 =2
(restos/inocente) 9999 ~ 0 0,
senén
: 199
P(inocente/restos) = 200 = 0,995 = 99,5 %.

A falacia aparece ao confundir a probabilidade de obser-
var a proba se a persoa ¢ inocente, coa probabilidade de
que sexa inocente unha vez conecida a proba.

# A idea matematica

A falacia da acusacion ou do fiscal consiste en confun-
dir ddas probabilidades condicionadas distintas,
algo que pode conducir a conclusiéns completamente
erroneas.

PERSOAS CON RESTOS MINERAIS NA ROUPA

199 INOCENTES 1 CULPABLE

' N\
PROBABILIDADE EQUIVOCADA
Probabilidade de atopar restos minerais
nunha persoa inocente. #

P(restos/inocente) NON &

PROBABILIDADE CORRECTA
Probabilidade de que a persoa sexa

inocente, dado que ten eses restos.
P(inocente/restos)

E pequena (= 2%). O MESMO E moi alta (= 99,5%).

+ Para saber mais

Esta falacia apareceu en diversos procesos xudiciais fa-
MOSOS.

Un dos mais conecidos foi o de Sally Clark, condenada
inicialmente pola morte dos seus dous fillos nun proceso
no que se presentaron e interpretaron incorrectamente
datos probabilisticos. A sentenza foi anulada un tempo
despois, tras pasar mais de tres anos no carcere.

Hoxe este erro estiudase en estatistica, medicina, cri-
minoloxia e dereito como un exemplo clasico da impor-
tancia de interpretar correctamente as probabilidades.
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O fenémeno Will Rogers

?7 O fenémeno

Como pode aumentar a media de dous grupos ao
mesmo tempo?

A primeira vista parece imposible: se unha persoa aban-
dona un grupo para incorporarse a outro, o mais loxico
seria pensar que un dos dous grupos saira prexudicado.
Porén, hai situaciéns nas que as dias medias aumentan
simultaneamente. Este ¢ o fenémeno de Will Rogers.

* Un exemplo

Considérense os dous conxuntos

R=1{1,2,3,4}; S =1{5,6,7,8,9}.
As stias medias son
— 10 35
R 1 D e S : 7

Trasladamos o 5 dende S até R:

R=1{1,2,3,4,5}; S =16,7,8,9}.
As novas medias resultan ser
15 — 30

As duas medias aumentaron.

! A explicaciéon
O segredo esta en que o valor trasladado ocupa posiciéns
distintas en cada grupo:

= no grupo de orixe era inferior & media, polo que ao
retiralo a media sobe;

= no grupo de destino é superior & media, polo que ao
incorporalo tamén fai aumentar a media.

En realidade, non é necesario que o dato trasladado se-

xa o menor dun grupo e o maior do outro. Basta con

que estea comprendido entre as medias dos dous

grupos.

# A idea matematica

Se as medias dos dous grupos melloran ao mes-
mo tempo... significa realmente que mellorou a
situaciéon de todos os seus integrantes?

A resposta é «nony. As veces as estatisticas cambian sim-
plemente porque cambian os grupos cos que se calculan,
non porque os individuos melloren.

Comparar s6 as medias pode levar a conclusions
enganosas se ao mesmo tempo cambia a composicion
dos grupos.

+ Para saber mais

Esta é unha enxenosa frase que adoita atribuirse ao
humorista Will Rogers (1879 — 1935), ainda que a sta
autoria non esta confirmada:

« Cando un habitante de Oklahoma se traslada
a California, a intelixencia media de ambos os
estados aumenta.»
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O paradoxo de Allais

7 O paradoxo

Sempre decidimos de forma racional?

Imaxina que tes que elixir entre duas loterias moi seme-
llantes, con distintas probabilidades e distintos riscos.
As tuas duaas decisions seran coherentes entre si?

* Ponte a proba

Opcién 1A

100 % — 1 000 000 €

[ Premio seguro ]

Non existe

ningun risco

Opcién 1B
89 % — 1 000 000 €
10% — 5 000 000 €

1% — 0€

[ Maior premio ]

Existe un

pequeno risco

Opcién 2A
11 % — 1 000 000 €

89% — 0 €

Menor risco

Premio mais

Opcién 2B
10% — 5 000 000 €

0% — 0€

Maior premio

Maior risco

modesto de non ganar

Antes de continuar, elixe: 1A ou 1B? 2A ou 2B?

! A explicaciéon

Se a tua prioridade é evitar o risco, a decision cohe-
rente seria escoller 1A e 2A: é menor a probabilidade
de non ganar ningin premio.

Se, en cambio, prefires maximizar o beneficio espe-
rado, a elecciéon coherente seria 1B e 2B: ofrecen un
retorno esperado maior.

Porén, numerosos experimentos mostraron que a res-
posta mais frecuente é 1A e 2B: primeiro prefirese
a seguridade absoluta e despois acéptase un risco maior
para aspirar ao premio mais alto.

# A idea matematica

A teoria da decision supén que eliximos a opcién con
maior utilidade esperada: a mais vantaxosa tendo en
conta tanto os premios como as stias probabilidades.
Na practica, non sempre actuamos asi. A presenza
dunha opciéon completamente segura ten un efec-
to psicoldéxico moi intenso e pode facernos cambiar
de criterio cando desaparece esa certeza, ainda que as
diferenzas entre as alternativas sexan pequenas.

<+ Para saber mais

Retorno esperado en cada opcion:

1A — 1000 000 €

IB — 1390000 €
20 — 110 000 €
2B — 500 000 €

O economista francés Maurice Allais (1911 — 2010)
presentou este paradoxo en 1953, cuestionando unha
das teorias mais aceptadas sobre a toma de decisions.
Anos mais tarde, as ideas de Allais inspiraron os traballos
de Daniel Kahneman (1934 — 2024) e Amos Tversky
(1937 — 1996), que demostraron experimentalmente que
as persoas non valoramos as probabilidades de
forma totalmente racional.

Estes estudos deron lugar & teoria das perspectivas
(prospect theory), un dos piares da economia do compor-
tamento, pola que Kahneman recibiu o Premio Nobel de
Economia en 2002.
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O paradoxo de Bertrand

7 O paradoxo

Pode unha mesma pregunta ter tres respostas
correctas?

Considérase unha circunferencia cun triangulo equilatero
inscrito. Escéllese unha corda ao azar. Cal é a probabi-
lidade de que a corda sexa mais longa ca un lado
do triangulo?

Sorprendentemente, é posible obter tres resultados

distintos: 1,1 1 Como é posible?

1302

* Tres métodos

Método A

Fixase un extremo da cor-
da e logo escollese ao azar
0 outro extremo.

1
Resultado: s e

Método B

Escoéllese un punto ao azar
nun raio perpendicular a
un lado, e trazase por el a
corda perpendicular.

Resultado: —

Método C

Unha corda é mais longa
que o lado do triangulo
se o seu punto medio cae
dentro dun circulo inscrito
dentro do triangulo. Ese
punto medio é o que se eli-
Xe a0 azar.

1
Resultado: 1

' A explicacion

Ningin dos tres razoamentos contén un erro. O
problema esta na propia pregunta: dicir que unha corda
se escolle “ao azar” non determina un tinico procedemen-
to para obtela.

Cada método produce unha distribucion diferente das
cordas, polo que a probabilidade cambia.

Fn realidade, cada resposta resolve un problema
distinto, ainda que o enunciado pareza o mesmo.

# A idea matematica

O verdadeiro paradoxo non esta nas tres respostas, se-
non na pregunta. Non existe o azar sen especificar
como se produce.

Dicir que unha corda se escolle “ao azar” non basta para
definir un problema de probabilidade. Antes de calcular
unha probabilidade hai que describir con precision o
mecanismo aleatorio.

+ Para saber mais

Joseph Bertrand (1822 -1900) formulou este paradoxo
en 1888.

Durante décadas discutironse numerosas solucions dife-
rentes. En 1973 o fisico Edwin Jaynes (1922 — 1998)
propuxo resolver o problema esixindo que o procede-
mento aleatorio respectase determinadas simetrias xeo-
métricas (rotaciéns, translaciéns e cambios de escala),
obtendo asi a probabilidade %
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O paradoxo de Condorcet

7 O paradoxo

Pode haber varios ganadores nunha mesma elec-
cién sen cambiar un s6 voto?

Parece imposible, pero si. Cando hai tres ou mais can-
didaturas, o resultado dunha eleccion pode depender
do método empregado para contar os votos. E dicir, os
votantes elixen exactamente o mesmo... e, con todo, o
ganador cambia.

* Ponte a proba
Tres amizades deben escoller o restaurante onde ir cear.

Persoa 1.2 opciéon 2.2 opcién 3.2 opcién

A Italiano Mexicano  Xaponés
B Mexicano  Xaponés Italiano
C Xaponés Italiano Mexicano

Quen deberia ganar?

I A explicacién

Non hai unha resposta evidente. Segundo o sistema de
votacién empregado, o resultado pode ser distinto.

O paradoxo de Condorcet aparece cando as preferen-
cias individuais son coherentes, pero as preferen-
cias colectivas deixan de selo.

Por duas a unha en cada caso,

= a maioria prefire o restaurante italiano ao mexicano,
= a maioria prefire o restaurante mexicano ao xaponés e

= a maioria prefire o restaurante xaponés ao italiano.

# A idea matematica

Nas elecciéns con varias candidaturas non existe un sis-
tema perfecto de escolla.

Dependendo das regras empregadas —maioria simple, se-
gunda volta, comparacion por parellas ou outros métodos—
a candidatura vencedora pode ser diferente ainda que os
votos emitidos sexan exactamente os mesmos.

Por iso, o método de votacién debe establecerse
sempre antes de celebrar a eleccion.

<+ Para saber mais

En 2009, na cidade de Burlington (Vermont, EUA),
tres das cinco candidaturas podian reclamar lexitima-
mente a vitoria dependendo do método utilizado para
contar os votos. O vencedor oficial foi Bob Kiss pe-
ro, sen cambiar os votos, tanto Kurt Wright como
Andy Montroll podian argumentar que eran a
opcién preferida.

Unha analise desas eleccions resulta especialmente re-
veladora do paradoxo de Condorcet: tres métodos de
escrutinio, tres criterios perfectamente defendibles, tres
ganadores diferentes.

C0O

As preferencias colectivas forman un ciclo e nestas con-
diciéns non existe un ganador indiscutible.
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O paradoxo de Ellsberg

7 O paradoxo

Tomas sempre as decisions mais racionais?
Imaxina unha urna con 90 boélas.

» 30 son vermellas.

= Das outras 60, unhas son negras e outras amarelas,
pero non sabemos cantas hai de cada cor.

Vas ter que tomar duas decisions. A maioria das persoas
elixe unha combinacién que parece razoable... pero que
agocha unha contradicion.

* O dilema

Primeira eleccion. Escolle unha das daas opciéns:
- VERMELLA — ganas se sae unha bdla vermella.

- NEGRA — ganas se sae unha béla negra.

Segunda eleccion. Agora escolle unha destas:
- NON VERMELLA — ganas se sae negra ou amarela.

- NON NEGRA — ganas se sae vermella ou amarela.

Anota mentalmente as tuias duas eleccions antes
de continuar.

! A explicacion
A maioria das persoas escolle:
- VERMELLA, porque sabe que hai 30 desa cor.

- NON VERMELLA, por ese mesmo motivo.

Pero estas eleccions son contraditorias.

A béla amarela conta como favorable nas dias apostas
(NON VERMELLA e NON NEGRA), co cal, non inflte.
A verdadeira diferenza entre elas esta en escoller entre a
béla vermella e a negra.

En realidade, ao preferir NON VERMELLA apodstase
indirectamente pola bola negra, xusto o contrario de
cando se escolle VERMELLA.

A nosa intuiciéon cambia segundo a informacién dispo-
nible e, en situaciéns deste tipo, tendemos a evitar a
incerteza.

# A idea matematica

O paradoxo de Ellsberg amosa que non tratamos igual
o risco e a incerteza.

Un risco é unha situacion na que conecemos as probabi-
lidades; é analizable numericamente. Unha incerteza é
unha situaciéon na que nin sequera conecemos esas pPro-
babilidades; cae mais alé da analise matematica formal.
A maioria das persoas prefire asumir un risco
conecido antes ca enfrontarse a unha incerteza.
As nosas decisiéns non sempre son tan racionais como
pensamos.

+ Para saber mais

Daniel Ellsberg (n. 1931) publicou os resultados deste
experimento en 1961, mentres investigaba como toma-
mos decisiéons en situacions de informacion incompleta.
Hoxe considérase un resultado clasico da teoria da de-
cision e da economia do comportamento.

O paradoxo axuda a explicar por que as veces tememos
mais os riscos pouco conecidos —como unha enfermidade
nova ou unha tecnoloxia emerxente— ca outros perigos
moito mellor cuantificados, ainda que estes tltimos sexan
obxectivamente mais nocivos.
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O paradoxo de Galileo

7 O paradoxo

Hai mais niimeros naturais ca cadrados perfectos?
A primeira vista, a resposta parece evidente.
Os cadrados perfectos

1,4,9,16, 25, 36, ...
forman s6 unha parte dos niimeros naturais
1,2,3,4,5,6,7,8, ...

Polo tanto, parece evidente que debe haber menos ca-
drados perfectos ca niimeros naturais.
Pero a intuicion engananos.

* A correspondencia

Observa esta correspondencia:

1 23 4 5 6
Vil
1 49 16 25 36

Cada nimero natural ten asociado un tunico cadrado
perfecto.

E cada cadrado perfecto procede dun tnico ntimero na-
tural.

Sobra algtin niimero natural? Falta algiin cadrado
perfecto?

! A explicacién

Aqui revélase unha aparente contradicion.

Por unha banda, os cadrados perfectos son s6 unha parte
dos niimeros naturais.

Por outra, é posible emparellar cada ntmero natural
cun cadrado perfecto, sen que sobre ningiin elemento en
ningtin dos dous conxuntos.

Nos conxuntos finitos isto seria imposible.

Nos conxuntos infinitos, en cambio, pode ocorrer.

# A idea matematica

O paradoxo de Galileo amosa que a intuiciéon deixa
de funcionar cando traballamos co infinito.

En realidade, un conxunto infinito pode ter o mesmo
numero de elementos ca unha das sias partes.

Esta observacion abriu o camino ao desenvolvemento da
teoria moderna dos conxuntos.

<+ Para saber mais

Galileo Galilei (1564 — 1642) publicou este paradoxo en
1638. A sta conclusion foi que conceptos como «maiory,
«menor» ou «igual» non podian aplicarse aos conxuntos
infinitos do mesmo xeito que aos conxuntos finitos.
Dous séculos mais tarde, Georg Cantor (1845 — 1918)
resolveu esta aparente contradicion ao desenvolver unha
teoria rigorosa do infinito. Grazas a ela sabemos que
existen infinitos do mesmo tamano... e tamén infinitos
mais grandes ca outros.

O infinito, por sorprendente que pareza, tamén
admite distintos tamanos.
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as matematicas que desafian a intuicién

O paradoxo de Grelling e Nelson

* As definiciéns

Un adxectivo é autoldxico se se describe a si mesmo.
Por exemplo

- galega é unha palabra galega e
- esdruxula é unha palabra esdruxula.

Un adxectivo é heteroldoxico se non se describe a si
mesmo. Por exemplo

- monosilabica non é unha palabra monosildbica e

- longa non ¢ unha palabra longa.

7 O paradoxo

[HETEROL(’)XICA]
é heteroloxica? _——
-SI

Entén «heteroléxica»

Entén «heteroléxica»
non se describe describese

a si mesma. a si mesma.

v v

Pero nese caso. ..

Pero iso significa que. ..

non é heteroloxica. ha de ser

- ¢ / heteroloxica.
L J

v

[x CONTRADICION]

[x CONTRADICION]

! A explicacién

O problema xorde porque a palabra fai referencia a si
mesma. Ao intentar clasificala como autoldxica ou hete-
roloxica, segundo as definicions anteriores, cada resposta
obriga a aceptar inmediatamente a contraria.

E un exemplo cldsico de autorreferencia, unha das
principais fontes de paradoxos en loxica.

# A idea matematica

Paradoxos coma este puxeron de manifesto que certas
definiciéns aparentemente inocentes podian conducir a
contradicions, ameazaron no seu dia os alicerces das ma-
tematicas e motivaron que matematicos e loxicos tiveron
que desenvolver teorias moito mais rigorosas para conse-
guir fundamentar unha teoria de conxuntos consistente.
Durante as primeiras décadas do século XX, desenvol-
veuse un intenso traballo na procura de sistemas mate-
maticos mais rigorosos, como a axiomatica de Zerme-
lo—Fraenkel, determinadas construciéns paradoxais na
teoria de conxuntos.

+ Para saber mais

O paradoxo foi formulado en 1908 polos filésofos Kurt
Grelling (1886 — 1942) e Leonard Nelson (1882 —
1927).

Comparte a mesma estrutura loxica que o paradoxo
do mentireiro («esta frase é falsay), o paradoxo do
barbeiro ou o paradoxo de Bertrand Russell (1872
— 1970) sobre os conxuntos. Todos eles amosan que a
linguaxe e a loxica poden producir contradiciéons cando
unha afirmaciéon se aplica a si mesma.

Estes paradoxos tiveron unha enorme influencia no desen-
volvemento da loxica matematica moderna e na creacion
de sistemas axiomaticos capaces de evitar este tipo de
situacions.
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as matematicas que desafian a intuicién

O paradoxo de Littlewood

Littiewood's misceilany

Y i

7 O paradoxo

Pode unha caixa quedar baleira despois de enche-
la infinitas veces?

A primeira vista, parece imposible.

Con todo, existe un experimento matematico no que
unha caixa recibe infinitas bolas e, cando todo remata,
aparece completamente baleira.

Como é posible?

* Ponte a proba

Un minuto antes do mediodia introducimos na caixa
as bolas do 1 ao 10 e retiramos a numero 1.

Medio minuto antes do mediodia introducimos as bolas
do 11 ao 20 e retiramos a namero 2.

Un terzo de minuto antes do mediodia introducimos
as bdlas do 21 ao 30 e retiramos a numero 3.

O proceso continda indefinidamente, repetindo sempre a
mesma operacion e en tempos cada vez mais pequenos.
Que cres que habera dentro da caixa cando o
reloxo marque exactamente as 12:007

! A explicaciéon

Considera unha béla calquera, por exemplo a 100. Entrou
na caixa, pero foi retirada no paso namero 100.
Exactamente o mesmo ocorre coa béla 2500, coa bo-
la 1 000 000 ou con calquera outra. Todas as bélas
tenen asignado un momento no que abandonan
definitivamente a caixa.

11:59:00 +1...10 -1
11:59:30 +11...20 -2
11:59:40 +21...30 -3
12:00:00 ?

Por iso, ao mediodia non queda ningunha bdla no
seu interior.

# A idea matematica

O paradoxo de Littlewood amosa que o infinito non
sempre obedece as regras da nosa intuicion.

En cada paso a caixa gana nove bodlas. Con todo, ao
mediodia non permanece ningunha delas no seu interior.
A razén é que non existe ningunha béla que permaneza
dentro para sempre.

Este tipo de procesos reciben o nome de supertare-
fas: un ntmero infinito de acciéns realizadas nun tempo
finito.

+ Para saber mais

Este paradoxo foi formulado polo matematico John
Edensor Littlewood (1885 — 1977) no seu libro A
Mathematician’s Miscellany (1953).

E un dos paradoxos cldsicos do infinito e segue xeran-
do debate sobre como interpretar matematicamente os

procesos infinitos.
Como escribiu o poeta Mario Benedetti (1920 — 2009):

«Dun tempo a esta parte, o infinito encolleu
perigosamente.»
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PARADOXOS

as matematicas que desafian a intuicién

O paradoxo de Protagoras

7 O paradoxo

Debe pagar o alumno?

O filésofo Protagoras aceptou ensinar Dereito a un alum-
Nno sen recursos.

Como pagamento acordaron o seguinte:

«Pagaras as leccions o dia que ganies o teu
primeiro xuizo.»

Unha vez rematada a formacion, o alumno non conseguia
ningun cliente... e Protagoras decidiu levalo aos tribu-
nais por impago. Mentres, o alumno aseguraba que non
estaba obrigado a pagar.

Quen ten razén?

* Ponte a proba

Protagoras razoa asi:
= Se gano o xuizo, o tribunal obrigara ao alumno a pagar.

= Se o perdo, serda o primeiro xuizo que gane o alumno
e, segundo o noso acordo, tamén tera que pagar.

Pola stia parte, o alumno razoa asi:
= Se gafio o xuizo, o tribunal dird que non debo pagar.

= Se o perdo, significa que ainda non ganei ningin xuizo
e, segundo o noso acordo, tampouco terei que pagar.

Con quen estas de acordo?

I A explicacién

Os dous argumentos parecen correctos.

Protagoras e o seu alumno utilizan un mesmo feito —a
sentenza— para chegar a conclusions contrarias, interpre-
tandoa cada un ao seu favor.

Non existe unha tinica resolucién universalmente acepta-
da do conflito, debido 4 natureza ambigua da situa-
cion, e é precisamente ai onde reside o paradoxo. Dende
un punto de vista moral, pode argumentarse que ambos

# A idea matematica

O paradoxo de Protagoras amosa que un razoamento po-
de parecer impecable e, con todo, conducir a conclusions
incompatibles.

A causa estd na forma de interpretar as condiciéns do
acordo.

En lé6xica e en dereito, pequenas diferenzas na
redaccion dun contrato poden cambiar completa-
mente as consecuencias.

PASE 0 QUE PASE, PASE O QUE PASE,
COBRAREI. NON PAGAREI.

+ Para saber mais

Protagoras (485 a.C. — 411 a.C.) foi un experto en re-
torica e legounos este paradoxo que, tras mais de 2400
anos, segue utilizdndose en cursos de léxica, filosofia
e dereito.

Ao longo da historia propuxéronse moitas solucions, pero
ningunha conseguiu pechar definitivamente o debate.
Existen diversas posibilidades: que o alumno contrate un
avogado, que a sentenza invalide o acordo orixinal etc.
E ainda queda unha udltima pregunta: que ocorreria
se o xuizo fose declarado nulo?

C0O
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PARADOXOS

as matematicas que desafian a intuicién

O paradoxo de San Petersburgo

7 O paradoxo

Canto pagarias por participar neste xogo?
Lanzase unha moeda até que aparece cruz por primeira
vez. Se a cruz aparece

= na 1.7 tirada, ganas 2 €; = na 3.% tirada, 8 €;
= na 2.% tirada, 4 €; = na 4.2 tirada, 16 €;
e asi sucesivamente: cada vez que hai unha tirada mais,

o premio duplicase.
Cal seria o prezo xusto para participar?

* Ponte a proba
A probabilidade de ganar cada premio é:
premio H2€‘4€‘8€‘16€‘...

1 1 1 1
probabilidade

21 4181 16

Entén... tes que decidir antes de xogar. A cantidade
apostada pola que te decantes deberia ter relacién co

que esperes que poderias ganar.
Aceptarias pagar 100 €7 E 1000 €7 E 100 000 €7

! A explicacion

A contradiciéon aparece porque o valor esperado non
coincide sempre co valor que unha persoa lle da
ao dineiro.

Ganar 1000 € non supén o mesmo para quen apenas ten
aforros ca para unha persoa millonaria.

O valor esperado é:

2 1-|—4 1—|—8 1-|—16 1—|—
2 1 8 16

= 1+ 14+1+1+,

é dicir, o premio esperado ¢ infinito.

Segundo este cdlculo, deberia compensar pagar calquera
cantidade, por elevada que fose.

Porén, practicamente ninguén aceptaria apostar miles
ou millons de euros para participar.

# A idea matematica

O paradoxo de San Petersburgo amosa que non sempre
tomamos decisions baseandonos unicamente no valor
esperado.

Ao decidir se un risco compensa ou non, tamén inflien
varios factores como:

= a nosa situacién econodmica,
= a percepcion do risco ou

= a utilidade que nos proporciona cada cantidade de
dineiro.

+ Para saber mais

O paradoxo foi proposto en 1713 por Nicolas Ber-
noulli (1687 — 1759) e estudado poucos anos despois
polo seu parente Daniel Bernoulli (1700 — 1792), quen
publicou a stia solucién en 1738 nas Actas da Academia
de Ciencias de San Petersburgo, cidade da que tomou o
nome.

Daniel Bernoulli propuxo que as persoas non ma-
ximizan o dineiro esperado, senén a utilidade
esperada: unha mesma cantidade de dineiro non ten o
mesmo valor para todo o mundo.

Esta idea de Daniel Bernoulli foi o punto de partida
da moderna teoria da utilidade, empregada hoxe en
economia, finanzas, psicoloxia e teoria da decision.
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PARADOXOS

as matematicas que desafian a intuicién

O paradoxo de Simpson

7 O paradoxo

Como é posible que un xogador sexa mellor na
primeira metade, tamén na segunda... e, con todo,
resulte peor no partido completo?

A primeira vista parece imposible. Se un xogador obtén
unha porcentaxe de acerto superior nas dias metades
dun partido, agardariamos que tamén tivese unha mellor
porcentaxe global. Porén, non sempre ocorre asi.

* Ponte a proba

Esta tdboa recolle o rendemento de dous xogadores nun
partido de balonman.

Xogador 1.2 metade 2.2 metade Total
A 1/5 6/8 7/13
B 2/8 4/5 6/13

Antes de continuar, intenta responder:
= Quen foi mellor na primeira metade?

= Quen foi mellor na segunda metade?
= Quen tivo a mellor eficacia no total do partido?

A resposta vaite sorprender.

! A explicacién
» 1.2 metade — 25 % de acerto para B; 20 % para A.

» 2.2 metade — 80 % de acerto para B; 75 % para A.

s Total — 1—73 > 1% —— maior acerto de A.

A aparente contradicion débese a que as duas metades
non tenen o mesmo peso. O mellor resultado de A
producese precisamente na metade na que realiza
mais lanzamentos, polo que infliie mais no calculo
final.

# A idea matematica

O paradoxo de Simpson aparece cando unha tendencia
observada en varios grupos desaparece ou muda
ao combinar todos os datos.

A causa adoita ser a existencia dunha variable ocul-
ta —neste caso, o diferente niimero de lanzamentos en
cada metade— que modifica o peso de cada grupo no
resultado final.

Por iso, antes de comparar porcentaxes ou medias, é
imprescindible comprobar se todos os grupos tenen a
mesma importancia estatistica.

+ Para saber mais

O paradoxo de Simpson observouse en situaciéns reais
tan diversas como

- a admision de estudantes na Universidade de Berkeley,
- estudos sobre tratamentos médicos,
- analises de mortalidade ou

- estatisticas deportivas.

En todos estes casos, unha analise superficial dos datos
pode levar a conclusiéns completamente equivocadas.
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PARADOXOS

as matematicas que desafian a intuicién

O paradoxo do cadrado desaparecido

7 O paradoxo

Onde foi parar o cadrado desaparecido?

Con catro pezas formamos un triangulo rectangulo. Se re-
colocamos esas mesmas pezas, aparece unha nova figura:
en aparencia é a mesma... pero cun cadrado baleiro.

_______________________________________________________________________________

————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

---------------------------------------------

*********************************************************************************

_________________________________________________________________________________

————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

———————————————————————————————————————————————————————————————

As pezas son as mesmas. De onde sae o burato?

* Os céalculos

Basta contar “cadradinos”.

O tridngulo ten base 13 e altura 5. A area é % = %, &
A suma da area das catro pezas é 12+ 5+ 7+ 8 = 32.

Algo non cadra.

! A explicacién

A clave esta na suposta hipotenusa.

O que parece unha tnica lina recta non o é: esta formada
por dous segmentos con inclinaciéns lixeiramente
distintas. As pendentes dos tridngulos pequenos son

3 2

- =0,375 e -=0,4.

8 5

Como as pendentes son distintas, os dous segmentos
non estan alinados. Por tanto, a figura inicial non é un

triangulo: é un cuadrilatero, case imperceptible a vista.

# A idea matematica

O paradoxo do cadrado desaparecido non crea nin des-
trie area.

As pezas conservan sempre a mesma superficie.
O que cambia é a forma global na que se colocan.

A diferenza entre as duas falsas hipotenusas reparte unha
pequena cantidade de area ao longo de toda a figura.
Nunha disposicion esa diferenza queda disimulada; na
outra aparece concentrada como un cadrado baleiro.

A intuicion visual falla porque damos por feito
que unha lina case recta é realmente recta.

+ Para saber mais

Este paradoxo foi popularizado por Martin Gardner
(1914 — 2010), un dos grandes divulgadores da matema-
tica recreativa, quen atribuiu a sta invencion ao mago
afeccionado Paul Curry (1917 — 1986).

Aplicando un pouco de trigonometria pode calcularse
a diferenza entre os angulos respectivos de ambos os
tridngulos pequenos: un mide aproximadamente 1°15’
mais que o outro.

Misterio resolto: ningiin cadrado desaparece. Todo é
consecuencia dun efecto optico.
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PARADOXOS

as matematicas que desafian a intuicién

O paradoxo do corvo

7 O paradoxo

Pode unha vaca confirmar que todos os corvos
son negros?
Observamos moitos corvos. Todos son negros. Entén:

Todos os corvos son negros.

Pero agora pensa nesta outra afirmacion, que dende o
punto de vista da léxica é equivalente & anterior:

Todo o que non é negro non é un corvo.

Se atopamos unha vaca lila, un coche azul ou unha maza
verde, comprobamos que non son negros e tamén que
non son Corvos.

Significa iso que tamén confirman que todos os
corvos son negros?

* Ponte a proba

Cal destas observacions cres que achega informacion
sobre a hipotese «todos os corvos son negros»?

= Un corvo negro. = Unha vaca lila.

= Un coche azul. = Un platano amarelo.

! A explicaciéon

CORVO VACA
NEGRO LIfA

7?7 Tamén
v’ Confirma confirma
a hipotese a hipdtese?

A EQUIVALENCIA LOXICA

TODO O QUE NON E NEGRO
\7
NON E UN CORVO

TODOS 0S CORVOS
v @

SON NEGROS

# A idea matematica

O paradoxo do corvo amosa que non todas as eviden-
cias tenen o mesmo valor.

En xeral, observar un corvo negro parece proporcionar
un apoio moito mais directo & hipétese ca observar unha
vaca lila ou un coche azul.

A razén é que o conxunto dos obxectos que non son
negros nin corvos é inmensamente maior ca o conxunto
dos corvos.

Asi, unha vaca lila pode contar formalmente como evi-
dencia favorable, pero a stia contribucion é infima.

O paradoxo obriganos a distinguir entre que unha obser-
vacion sexa compatible cunha hipotese e que constitia
unha confirmacion relevante.

<+ Para saber mais

O paradoxo foi formulado en 1945 polo filésofo da cien-
cia Carl Gustav Hempel (1905 — 1997), nun traballo
sobre a confirmacién das hipdteses cientificas.

A discusién continta aberta hoxe en filosofia da ciencia,
estatistica e epistemoloxia, porque obriga a preguntar-
se que significa realmente que unha observacion
confirme unha teoria.

A referencia & vaca lila débese, por suposto, & conecida
imaxe publicitaria dos chocolates Milka.

@ A léxica di que ambas as afirmacions son equivalentes.

~5~ A intuicién dinos que non deberfan achegar o mesmo tipo de evidencia.
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PARADOXOS

as matematicas que desafian a intuicién

O paradoxo do dia da semana inesperado

7 O paradoxo

Pode anunciarse unha sorpresa... sen deixar de
ser unha sorpresa?
Un luns pola mana antuinciase o seguinte:

« Esta semana celebrarase un exercicio de de-
fensa civil. Terd lugar un dia da semana, pero
non se anunciard até pouco antes de comezar.»

Todo o mundo sabe que ocorrera esa semana.
O tnico que se desconece ¢ o dia.
Parece un anuncio razoable... ou non?

* O razoamento

Os habitantes comezan a pensar. Aplican un razoamento
sucesivo, dia a dia, comezando polo ultimo dia posible:
o domingo.

LUN MAR MER XOV VEN SAB DOM

[ v v v v v v « J imposible

Se non ocorre antes do sabado,

* o domingo non seria sorpresa.
% imposible
[ \/ ‘/ \/ \/ / } Se chega o venres e ainda non ocorreu,
¢ o sabado non serfa sorpresa.
[ ] imposible
\/ \/ \/ \/ a Se chega o xoves e ainda non ocorreu, o ven-
* res non serfa sorpresa.
[ v % % « J imposible
Se chega o mércores e ainda non ocorreu, o xoves
+ non serfa sorpresa.

Se chega o martes e ainda non ocorreu, o mércores

[ v v x ] imposible
\

non seria sorpresa.

beshle
* Se chega o luns e ainda non ocorreu, o martes non

serfa sorpresa.

\ Conclusion: NON PODE HABER EXERCICIO

" 4 4 MERCORES 4 &
O EXERCICIO CELEBROUSE

Todo o mundo quedou sorprendido.

Como pode ser? O razoamento parecia impecable e,
con todo, a realidade contradio. Onde esta o erro?

' A explicacion

Unha posible explicacion é que o razoamento cara atras
non pode manterse até o final.

Ao concluir que o exercicio é imposible, desaparece a
certeza na que se apoiaba o primeiro descarte (que o
exercicio se vai celebrar). Se o exercicio se celebra o
mércores, pode volver resultar inesperado.

O paradoxo nace porque o concepto de ’sorpresa’
depende do que as persoas cren saber en cada
momento; as expectativas cambian como consecuencia
do propio razoamento.

# A idea matematica

Razoar sobre aquilo que sabemos pode cambiar precisa-
mente o que chegamos a saber.

Conceptos aparentemente sinxelos como ’saber’, ’esperar’
ou ’sorpresa’ resultan moito mais dificiles de definir con
precision do que parece.

Por iso este paradoxo segue sendo obxecto de debate
entre loxicos, filésofos e matematicos.

4+ Para saber mais

Durante a Segunda Guerra Mundial, a radio sueca
anunciou un exercicio de defensa civil que teria lugar
un dia inesperado da semana. A historia popularizouse
a partir de 1951 grazas ao filésofo Michael Scriven
(1928 — 2023), ainda que hoxe se atribiie a stia formula-
cion inicial ao sueco Lennart Ekbom.

O paradoxo ten outras versions, como o paradoxo do
exame sorpresa ou o do aforcamento inesperado.
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PARADOXOS

as matematicas que desafian a intuicién

O paradoxo do truelo

7 O paradoxo

Pode ser mellor... non acertar o tiro?
Tres tiradores enfrontanse nun truelo. Cada un deles
dispén tan s6 dun disparo, na orde A, B, C.

= A acerta 1 de cada 3 disparos.
= B acerta 2 de cada 3 disparos.

= C acerta todos os disparos.

A dispara primeiro. A quen deberia apuntar para ter
mais posibilidades de sobrevivir?

* Ponte a proba
Antes de continuar, escolle unha opcién para A.

¥ Disparar a B, porque é un rival perigoso.
¥ Disparar a C, porque é o mellor tirador.
¥ Disparar ao aire.

Cal cres que maximiza as posibilidades de sobre-
vivir de A?

I A explicacién

A intuicion leva a pensar que A deberia intentar eliminar
ao rival mais perigoso, pero non ¢ a mellor estratexia.
Por contra, se A fallase deliberadamente, B e C
seguirian vivos e o mais probable seria que B disparase
contra C, porque é o rival mais forte.

1° tiro 29 tiro 3° tiro Salvanse  Probabilidade

A ou A¥  non convén a B, pois
0 A logo C matao seguro
2
1 el 2
A——=err0 B é 3, C non hai 3° tiro AeB 3
1

2 = £ \ 1
3 s . 9/' A BeC &
C \ C \1\\ B 1
5 AeC i

Isto fai que, sorprendentemente, errar o primeiro disparo
aumente a probabilidade de sobrevivir.

# A idea matematica

A intuicién adoita identificar acertar con tomar a mellor
decision.

Pero en teoria de xogos o importante non é ganar unha
accion illada, senon maximizar a probabilidade de
éxito ao final de todo o proceso.

Neste caso, a mellor estratexia non consiste en acertar o
disparo, senén en provocar que os dous rivais mais
perigosos se enfronten entre si.

<+ Para saber mais

As probabilidades de supervivencia de A son

5 6 5
9 tirando a B, 9 tirando a C e 5 tirando ao aire.

E dicir, a estratexia aparentemente mais absurda é, en
realidade, a mellor de todas.

Un truelo é como un duelo, pero con tres pisto-
leiros.

O mais famoso do cine pode verse ao final da pelicula O
bon, o feo e o malo: https://youtu.be/svR6dCIAIag.
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PARADOXOS

as matematicas que desafian a intuicién

O paradoxo dos nimeros interesantes

7 O paradoxo

Existen niimeros aburridos?

Hai niimeros moi conecidos, como 7 (3,14159... ), o de
teléfono de emerxencias en toda Europa (112) ou o que
dé resposta ao sentido da vida, o universo e todo o de-
mais (42). Outros, en cambio, parecen non ter nada de
especial.

Pero... e se todos os nimeros fosen interesantes?
Pode parecer unha afirmaciéon absurda. Con todo, existe
un razoamento que parece demostralo.

* O razoamento

Suponamos que si existen nimeros naturais sen
ningin interese.

Como os numeros naturais estan ordenados e teien un
minimo, habera un niimero aburrido mais pequeno
ca todos os demais.

Pero ese nimero xa ten unha propiedade extraordinaria:

é o nimero aburrido mais pequeno.

Pero iso convérteo automaticamente nun niimero intere-
sante. Chegamos asi a unha contradiciéon. Por tanto,

todos 0os niimeros naturais son interesan-
tes.

I A explicacién

A demostracion parece impecable, pero agocha un pro-
blema fundamental.

A propiedade «ser interesante» non é un concepto
matematico ben definido.

O interese dun numero depende da persoa, do contexto
ou mesmo do momento historico.

Por iso, non é posible dividir rigorosamente os niimeros
en «interesantes» e «non interesantes», e a demostraciéon
perde a sua validez.

# A idea matematica

As demostraciéns por reducién ao absurdo son unha
das ferramentas mais poderosas das matematicas.

Pero s6 funcionan cando todos os conceptos utilizados
estan definidos con absoluta precision.

Se empregamos unha propiedade ambigua, podemos ob-
ter conclusions aparentemente correctas... pero falsas.

+ Para saber mais

Cando G. H. Hardy (1877 — 1947) visitou no hospital
a Srinivasa Ramanujan (1887 — 1920), comentou que
chegara nun taxi coa matricula 1729, e parecialle moi
aburrida. Ramanujan respondeu inmediatamente:

«FEn absoluto. E o menor numero que pode es-
cribirse como suma de dous cubos positivos de
dous xeitos distintos.»

1729
’+ 12°= 9%+ 10°

Dende entén, o 1729 é conecido como o nimero de
Hardy—Ramanujan.

Elaborado por Paulo Gonzalez Ogando -

©0O

Imaxe: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Ghhardy@72. jpg

IES Johan Carballeira (Bueu)


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Ghhardy@72.jpg

PARADOXOS

as matematicas que desafian a intuicién

Un paradoxo no Quijote

7 O paradoxo

Pode alguén dicir a verdade e mentir ao mesmo
tempo?

Nunha ponte hai unha lei moi estrita:

= quen diga a verdade pode cruzar,

= quen minta serd aforcado.
Un dia chega un home e declara:

« Veno para morrer nesta forca.»

Os xuices quedan desconcertados. Que deberian facer?

* Ponte a proba

Ti es un dos xuices. Que decidirias?
= Deixalo pasar.

Aforcalo.

Buscar outra solucion.

@ ——p

A explicaciéon

Xuices
Forca
«Veﬁo morrer nesta 'FOTCB))
Déixano pasar Afércano
Non morre Morre
Mentiu Dixo a verdade
Deberia ser aforcado Deberia quedar libre

# A idea matematica

O problema aparece porque a afirmacién do viaxei-
ro fala das consecuencias da propia decision dos
xuices.

Este é un paradoxo autorreferencial: a afirmacion fala
indirectamente das consecuencias que tera ela mesma.
A autorreferencia aparece tamén noutros paradoxos como
o do mentireiro, o de Protagoras ou o de Grelling—Nelson.
Estes exemplos mostran que unha regra aparentemente
clara pode provocar unha contradicién cando se aplica

a enunciados que dependen da sta propia verdade ou
falsidade.

4+ Para saber mais

O paradoxo aparece na Sequnda parte del ingenioso ca-
ballero don Quijote de la Mancha, publicada por Miguel
de Cervantes en 1615, cando Sancho Panza exerce
como gobernador da Insula Barataria.

Sancho conclie que existen tantas razéns para condenar
o viaxeiro como para absolvelo e decide deixalo pasar.
Segue asi o consello de Don Quijote de inclinarse pola
misericordia cando a xustiza estivese en dubida.

A sta decisién non elimina a contradicién 16xica, pero
resolve o conflito desde un punto de vista humano e
moral.

OB

Elaborado por Paulo Gonzilez Ogando - IES Johan Carballeira (Bueu)

Imaxe superior: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:
Sancho_Panza_en_la_}C3/8Dnsula_Barataria. jpg

CONTRADICION /
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